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Grdce d la topologie algébrigue, nous avons pu obienir une sére de ré-
sultats aussi bien en théorie du choix socizl qu'en théorie de jeux. Cette nou-
velle approche permet duns le domaine du choix sockal d ¥clairer les théorémes
d impossibilité et d'en’ trouver de nouvesux, de caractériser topologiquement
les ensembles de préférences individuelles résolvant le paradoxe de Condorcet,
En rthéorie des feux, nous meitons en évidence les llens existant entre lz non
manipulahilité de certains feux, leur inéquité et Uexistence de leurs équilibres
de Nagh, Cep résultats sont appligués aux duopoles de Cournot et de Stackieberg,

1. INTRODUCTION

Ce papier présente un bref aperqu de récents résultats obtenus dans les
théories des jeux et du choix social et met en particulier 'accent sur les uti-
lisations et développements d’outils de topologie algébrique et différentielle
dans ces domaines. Motre but est d'exposer @ nous n'essayons ni de fournir
les démonstrations complétes dont nous donnons les références correspon-
dantes ni de passer en revue les résultats antérieurs qui forment une grande
partic de la littérature dans ces domaines.

L'objectif est de fournir un guide qui oriente vers les récents résultats
a 'aide d'une suite d'exemples Economiques de nature gfométrique, et d'in-
diquer des directions de recherche potentiellement gratifiantes, Liutilisation
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d’outils topologigues eén analyse économigue a une longue tradition gqui
remonte au travail de Von Neumann sur la croissance économique balancée
de 1937 et 1945, travail dans lequel il démontrait une généralisation du
théoréme de point fixe de Brower qui fut 4 la base du théoréme de Kakutani.
En théorie des jeux aussi bien que dans l'analyse de l'équilibre général de
marché, les méthodes de point fixe ont constitué les outils les plus largement
utilisés pour démontrer Pexistence de solutions ; elles représentent en fait la
plus grande partie des applications actuelles de la topologie algébrique &
'économie{1). Par contre, la théorie du choix social a reposé jusgu'ici es-
sentiellernent sur des méthodes combinatoires § I'instar des premiers travaux
d’Arrow [1] et de Black [2]. Cependant, comme je le montrerai dans la
suite, beaucoup de problémes de la théorie du choix social ¢t de la théorie
des jeux ont, s'ils sont formulés de fagon appropriée, une structure topolo-
gique intrinséque qui peut étre examinée avec fruit price & des méthodes
et des outils de topologie algébrique dépassant les théorémes de point fixe,
Ceci permet de tirer parti de toute la richesse des techniques existantes aussi
bien que de développer de nouveaux outils.

Je considérerai en théorie du choix social les paradoxes du choix social
et leur relation aux théorémes de point fixe, I"équivalence entre la condition
de Pareto et I'existence d'un dictateur, la régle des majorités décisives, enfin
des conditions nécessaires et sulfisantes 3 la résolution des paradoxes et
leur équivalence topologique avec les conditions classiques de «single-
peakedness» de Black.

Dans le domaine de la théorie des jeux, je résume des résultats sur la
manipulabilité de quelques environnements économiques et sur 'existence
d'équilibres de Mash. Je montre que la manipulabilité de certains jeux cor-
respond topologiquement 4 un paradoxe du choix social. Des conditions
nécessaires et suffisantes & existence d’équilibres de Nash (c’est-d-dire non
coopératifs) sont données en termes d'inéquité de certains jeux ; ce concept
d'inéquité traduit 'inégale opportunité offerte aux joueurs de manipuler
le jeu. Les modéles de duopole de Coumnot et de Stackelberg sont bridve-
ment discutés dans ces dernier cas.

(1) Dans certains travaux récents su1 I'dquilibre général, des méthodes de topologie
différentielle sont employées telles que les théorémes de transversalité de Sard et Thom
afin de démontrer certaines propriétés générigues de régularité de Iéquilibre, voir par
exemple Debreu [19], Smale [28], Chichilnisky [4]; dautres récents résultats utilisent
des théorémes d'index pour étudier |'existence ot la stabilité des équilibres, Cependant
ces travaux font considérablement appel & la différentiabilitd et ne sont donc pas de na-
ture purement tepologiques o seules des propriétés de continuité sont exigées comme
dans les théorémes de point fixe, De fagon générale, une propriété est dite topologique
si elle se conserve lors de déformation continue des objets considérés,



2. CHOIX SOCIAL

La théorie du choix social se propose de Tournir des méthodes ration-
nelles et décisions collectives lorsque les individus ont des opinions diverses,
Le vote est un moyen évidenl pour les sociétés dagaréger les préférences
des individus en une préférence collective,

Un vote 4 la majorité peut étre en contradiction avec certains critéres
de rationalité des préférences comme par exemple la transitivité du choix
social | ce phénoméne connu depuis longtemps est habituellement appelé
les sparadoxe du voles ou Peffel Condorcet, Condorcet le nota le premier
cn 1785 dans son livre sur la théorie des élections. La théorie générale des
élections devient un champ fertile & partir des travaux de Black en 1948 et
1949 et de la monographie d’Arrow en 1951, Arrow énonga, d'une maniére
formelle, un ensemble de critéres apparemment raisonnables d'imposer &
un choix social et démontra leur incompatibilité. On peut formaliser le pro-
bléme de la fagon suivante : la procédure de vote prend en compte seule-
mént les comparaisons, appelées préférences ordinales, des individus entre
les alternatives au lieu de considérer aussi les intensités des préférences entre
les alternatives appelées préférences cardinales : ceci est 4 la source des pa-
raddxes du choix social, En effet pour les espaces de préférences représentés
par des espaces de fonctions d'utilité {qui sont des espaces linéaires) aucun
probléme n'existe donc pour additionner ces préférences de fagon satisfai-
sante, En particulier, les espaces lingaires sont topologiquement triviaux. Par
contre, les espaces des préférences ordinales n’ont pas une structure topo-
logique triviale. Ils ne sont pas structurables en espaces lindaires et donc 1"ad-
dition des préférences ordinales n'est pas possible, En fait nous montrerons
dans ce papier qu'on ne peut pas non plus structurer ces espaces i 'aide
d'une déformation continue d'une structure lindaire. Le probléme est donc
topologique car il ne dépend pas des déformations continues de 'objet consi-
déré. La nature topologique du probléme de choix social dans certaing cas
particuliers sera mise en évidence par les résultats présentés ici, comme par
exemple la non existence de régles continues d'aggrégation respectant Pano-
nymité et 'unanimité. Je montrerai comment cette dernidre question est
reliée 4 un théoréme de point [ixe. Aprés ["étude d autres propriéiés je ré-
sumerai certains résultats qui montrent que la «trivialité topologiqueyr {coesl-
d-dire la contractibilité) de Pespace des préférences est en fait une condition
nécessaire et suffisante i I'élimination des paradoxes.

Les problémes de chaix social étudicés dans cette partie sont semblables
aux problémes de sélection d'wn vecteur de biens publics, 1ls se prétent donc
d'eux-mémes 4 une représentution dans des espaces euclidiens. Nous consi-
dérans un espace o alternatives X, cantenu dans Porthant positif de Vespace
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euclidien R", c’est-d-dire dans I'ensemble R" * des vecteurs 4 n composantes
positives. L'espace X est ici un cube dans R™. On pourrait aussi choisir des
espaces d’alternatives plus généraux dans des espaces euclidiens ; mais les
résultats donnés sont de nature topologique et donc sont aussi valables pour
tout espace topologiquement équivalent 4 un cube de R".

Dans tout article nous utiliserons les notations de [11] auquel le lec-
teur peut se référer. Une préférence p est un champ de vecteurs sur l'espace
des alternatives X, C' est localement intégrale (1), Pour toute alternative x
de X, p(x) est normal aux surfaces d’indifférence de la préférence p en x.
p est normalisé en tout point si bien que Ip(x)l = 1¥x € X, voir figure |
ci-dessous. P représente 'espace des préférences sur X,

Fig. 1. — Une préférence €' sur R?: p(x) est le vecteur gradient en l'alternative x.

Une régle de choix social ¢ est donc une application qui associe une
préférence collective 4 tout k-uple de préférences individuelles, ¢'est-d-dire,

¢:P¥ > P

ol & est le nombre des votants. L’espace produit P* est appelé 1'espace des
profils des préférences individuelles. La continuité de ¢ est définie par rap-
port i la topologie usuelle (C' sup) sur les champs de vecteurs C' ; notez
que, pour cette topologie, la proximité des préférences entraine la proxi-
mité des surfaces d'indifférence.

L'anonymité est définie par la condition

Sz, B =Py, Py)

(1} Crest-d-dire, un champ de vecteurs qui admet un prolongement €7 sur un vai-
sinage de X et qui est localement le champ des gradients d'une fonction C*,



ol 1 est n'importe quelle permutation de 'ensemble des entiers {0, ..., k}.
Le respect de l'unanimité signifie que, lorsque tous les votants ont la méme
préférence, I"image par ¢ est aussi cette préférence, c'est-i-dire

¢lp,....p)=p,

¢rest Pareto si ¢(p,,..., p,) préfére 'aternative x 4 une autre y dés gue
x est préférée & » par toutes les préférences du profil (... pg). & est
dictatoriale (de dictateurd)si¢(p,, ..., p,)=p, pourunde {1,... k}.
La condition de respect de I"unanimité est plus faible que la condition de
Pareto, alors que 'anonymité est plus forte que la non dictature.

Pour simplifier la présentation, je considére maintenant un cas parti-
culier: les préférences sont lingaires (c’est-i-dire sont les champs de gra-
dients de fonctions d'utilité linéaires), les votants sont au nombre de deux
et I'espace des alternatives X est de dimension deux. Les résultats généraux
seront aussi énoncés et les références correspondantes données. Comme je
I'explique dans [9], dans le cas particulier considéré maintenant, P = §' o
S' est le cercle (de dimension 1) de R®; I'espace des profils avec deux
votants est donc I'espace produit P x P = §' x §' appelé aussi le tore i deux
dimensions, voir figure 2 ci-dessous.

A

AN

Fig. 2. — L'espace des profils des préférences linéaires sur B2 , avec deux votants.

2
\

Dans la suite, D représentera le disque unité, D = {(x, y): x + p? = 1},
et @D sa frontidre, le cercle §°

PxP=58"xg est le méme espace que le carré unité lorsgue 'on iden-
tifie les points des cotés opposés comme dans la partie droite de Ja figure, A
est Pensemble {(p, p):pES"} et B = {(py.p): p€8'). La frontiére
du triangle T est la réunion de la diagonale & avec A et BAT=AUAUE:
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cette fraontiére peut aussi étre représentée par les trois cercles religs par un
point comme dans la figure 3 ci-dessous.

Mous avons maintenant besoin de deux définitions de base de la to-
pologie algébrigue. Un espace X est dit comtractible {ou topologiquement
trivial} s'il peut étre déformé continument en un de ses points, c'est-i-dire
s'll existe une application continue £: X x [0, 1] X telle que

flx,M=x¥x<E X

et flx, 1)=x, pourunx, de X

Fig. 3

Le degré d'une application continue f: 5*— §' noté deg (f) peut
étre compris comme le nombre de fois oh f(S') recouvre §', Par exemple
si f est la fonction identité, deg (f) = 1; s f(p) = 2p (en radians)
deg (f) =2 s {f(5')} n'est pas égal & 8!, deg (f) = 0. Si une fonction f
change Torientation (par exemple fix) = — x) alors deg () est négatif.
Voir dans [13] une définition compléte du degré d’une fonction,

a) Paradoxes du choix social et théorémes de point fixe

La généralisation du résultat suivant est valable pour toutes les pré-
férences (non nécessairement linéaires), tout nombre (fini) de votants et
tout espace d’alternatives de dimension finie, voir Chichilnisky [11].

Théoréme |

Il n'existe pas de régle de choix social ¢ P x P~ P continue gnonyme
el respectant unanimite,

Dans le cas particulier considéré, on peut donner une démonstration
géométrique simple.
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Soit & ladiggonale, & = {{p, . p, ) EPxP:ip, = p;}.

L'ensemble A étant équivalent au cercle 3' nous pouvons définir le
degré de ¢ restreinte 4 A, ¢f/A: A — §' ¢ respecte Punanimité donc
glp, pr=pet

deg (¢/a) =1 (1}

MNous pouvons aussi définir le degré de la restriction de ¢ aux ensembles
A=(p, xS)etB= (5' x py) puisque tous deux sont équivalents i des
cercles, La condition d’anonymité implique

deg (¢/A) = deg (¢/B) (2}

Le cercle & peut &tre continument déformé dans 5' x §' en la réu-
nion des cercles A et B (voir fig. 3) ; il s’ensuit que le degré de ¢ sur A doit
étre égal au degré de ¢ sur la réunion A W B (voir aussi [9]) ;

deg (¢/4) = deg (¢/A U B) (3)

Dautre part, le degré de ¢ sur la réunion AU B est égal 4 la somme
des degrés de ¢ sur A et sur B car A et B sont des cercles :

deg (9/A U B) = deg ($/A) + deg (¢/B) (4]

De (13, (2), (3) et (4) nous obtenons une contradiction puisque ces
équations impliquent que un est un nombre pair. Ainsi, aucune régle conti-
nue ne respecte & la fois anonymité est Munanimité.

Exemples . Nous expliquons maintenant pourguoi deux candidats apparem-
ment naturels 3 une telle régle ¢ ne satisfont pas en fait toutes les condi-
tions, La discussion repose ici sur I'hypothése de non saturation des pré-
férences dans Uintérieur X de l'espace des alternatives. Nous ﬂxallll:lm:lls
dans [5] et [8] des cas od des points de saturation existent dans X, Soient
p, et p, deux vecteurs de 3' et ¢ {p,, ) le vecteur unité de direction dé-
terminée par la moitié de la distance angulaire entre les deux vecteurs p,
et p,, voir figure 4 page suivante.

Maintenant, faisons tourner 'extrémité de p, le long du cercle 5' dans
le sens des aiguilles d'une montre 4 partir de p,. Lorsque p, tend vers p,
i la fin de la rotation, ¢{p,, p; ) doit tendre vers py; = — p, par définition
de ¢. Cependant, @¢{p,, p,;) devrail aussi tendre vers p,, lorsque g, tend
vers p, si ¢ était continue et respectait 'unanimité. Ainsi cette régle ne
satisfait pas toutes les conditions. Un probléme semblable armiverait sila
régle associail 4 (g, 250 la moitié de la plus grande distance angulaire entre
poetp,.

Une autre réagle d’aggrépation pourrait étre celle donnée par ["addi-
tion des deux vecleurs p, et py, puis par la normalisation de la somme
oblenue,

T

hpy, + pa b

(I P B
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$ip, . Py

[N

Pg__'@{pg, lim g} Fig. 4
B, P,

Cependant cette régle pose plusieurs problémes. N'abord limage de ¢

peut violer la condition de définition d’une préférence ; elle n'est pas tou-
jours une préférence continue lindaire non pulle dans X, clest-d-dire un
vecteur de §'/0, par exemple sip; = 7 /- Mais de plus, méme si la satu-
ration compléte des préférences dans X est admise comme dans [5], d’autres
problémes se posent si les préférences ne sont pas nécessairement linéaires,
voir |5). En particulier, méme si p, et pp sont des champs de vecléurs
localement intégrables, le champ de vecteurs gi{x) associé par cette régle :
xS X g E)- py(x) ¥ py(x)
lp, (x) + Py (x) |
teurs intégrahle sur X. On le vérifie aisément car méme sipy BLE; satisfont
les conditions d'intégrabilité de Frobenius, g(x) ne les satisfait en général
pas, & moins que p, (x) et p, (x) sojent constants, crest-a-dire les préférences
individuelles linéaires. Une telle régle ne peul donc pas définir une appli-
cation de P* dans P puisyue son image n'est pas dans P, ni méme dans tout
autre espace de préférences {localement ou giuhalmm:m} intégrables, voir
(]

ral un champ de vec-

n'est pas en géné

cherche une régle conti-
ace dralternatives de di-
{acile gu’en dimen-

Des problémes analogues se posent lorsque I'on
nue d'aggrégation satisfaisant (2) et {3) pour un ¢sP
mension Lrois ou plus, mais les visualiser nlest pas aussi
sion deux.

Maintenant, je vais parler brigvement du lien entre le paradoxe et les
théorémes de point fixe. Le résultat suivant cst démontré dans [9].

Théoréme 2

1 existence o ‘une régle de choix social confinge, grOMYme el Ui res-
pecte Vunanimité comme dans le théoréme | est éguivalente @ Vexistence
d'une fonetion contimie, sans point fixe, du divgue [¥ dans {ui-méme.
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LYidée sous-jacente a ce résultat est simple. On prouve d'abord que
le paradoxe de choix sociul du théoréme 1 équivaut au probléme du pro-
longement d'une cerluine [onction continue g définie sur la frontiére oD
du disque D @ yaleur dans 8D g ; 3D — 3D, en une autre fonction f de tout
le disque D dans b f: D~ dD. Le probléme est donc 'existence d'une
applicatiﬂﬂ continue f: D — Al telle que le diggramme suivant commute,

D
&
inec. (3]

aiy ——= 4D

.*équivalence entre le paradoxe et le probléme de prolongement de (5)
gexprime ainsi: si T Est le triangle de P x P indiqué dans la figure 3, T est
équivalent au disque D et la frontiére @D correspond 4 4T = AU A UB.
Notez que sur T les conditions imposées & la régle de choix social ¢ se tra-
dujsent par des restrictions sur le comportement de @ seulement sur A, A
et B en effet I"anonymité se traduit par ¢/A = ¢/B et le respect de 'una-
nimité par /& = id/A. De plus, on voit aisément qu’une fonction conti-
nue g: 8T gl respectant I'unanimité et anonymité existe foujours, Soit,
par exemple g/8(p, p) = p &t g8/B = glA = p, siANANB = (py, Po)-
Le paradoxe du choix social est résolu si et seulement si une telle fonction
peut Etre prolongée en une fonction f: T+ §! puisqu'une telle f entrai-
nerait I'existence d'une fonction @ - 5 x §' —+ §' satisfaisant toutes les pro-
priétés requises. Ainsi la solution du paradoxe correspond 3 Pexistence d'un
pm]ungement continu d’une fonction g : 4D = 3D {comme dans (57). Mais
un tel prolongement de g: 2= dD en £ D— 9D existe si et seulement
i degig) = 0ce qui est équivalent (voir [9]) au théoréme du point fixe de
Brouwer. Cette derni¢re remarque met donc en lumiére la relation entre le
paradoxe et le théoréme de point fixe,

b) Equivalence topologique entre la condition de Pareto et 'existence d'un
dictateur

Les théorémes | et 2 montrent que le paradoxe apparait parce que les
propriétés apparcmment naturelles d'anonymité et de respect d'unanimité
sont topologiquement en contradiction, FElles sont de maniére évidente
reliées aux propriétés plus traditionnelles qui furent & la base du théoréme
d*Arrow ; [absence de dictature et la condition de Pareto, Cependant, les
axiomes du théoréme d’Arrow ne sont pas comparables aux conditions
Jranonymité el de respect d'unanimité, car Pareto est clairement plus forte
que lunanimité alors que Pabsence de dictature st plus faible gue Pano-
nymité, De plus, un autre axiome quelgue peut controversé est imposd duns
| paradoxe dArTOw : laxiome Jlindépendance des alternutives irrélevan-
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tes(!), alors qu'ici la continuité est exigée d la place. Une question naturelle
est donc de savoir si, malgré ces différences, le paradoxe étudié par Arrow
a aussi une structure topologique. Je vais indiquer maintenant que la condi-
tion Pareto est en fait topologiguement équivalente 3 'existence dun dic-
tateur et ainsi la nature topologique des paradoxes plus traditionnels sera
mise en €vidence, Cela établira de plus que 'axiome controversé d’Arrow
d'indépendance des altermatives irrélevantes n'est pas nécessaire a lexis-
tence d'un paradoxe. Ce dernier axiome peut étre considéré comme un
moyen de réduire & trois alternatives sculement le probléme et ainsi de
pouvoir appliquer le paradoxe de Condorcet. Un commentaire plus poussé
sur les domaines de préférences peut étre utile ici. Méme si le paradoxe
d’Arrow apparait en principe s'appliquer aux préférences monotones (non
pas comme notre théordme 1) ce n'est pas en fait le cas grice 4 'axiome
d’indépendance(? ). Voir aussi la discussion dans [5].

Les résultats donnés ci-dessous sont des cas particuliers de ceux de [14]
qui prouvent I'équivalence topologique entre les régles vérifiant Pareto et
les régles dictatoriales, ceci guels que soient la dimension de I'espace des
alternatives, les préférences C' et le nombre des votants. La démonstration
de ce résultat fait appel i la topologie algébrique, Une définition est tout
d’abord nécessaire. Une régle ¢ est dite (fopologiquement dquivalente i
une autre ¢ s'il existe une déformation continue de ¢ en ¢, cest-d-dire
une application continue

m:PxPx[0, 1]+ P tellc que
F{Plrp230}=¢(P1:lp'!j

W(Pp.ﬁ'g. ”:E{Pnp:} 'E"(p“pz}EPKP

Nous examinons maintenant la conséquence topologique de la condi-
tion Fareto. 5i p, et p, sont deux préférences dans P, 'ensemble des alter-
natives que p, et p, fous deux préférent i x (voir fig. 5) est le cone dual D
de (py, py), c'est-idire 'ensemble {g €8 : (g p,)=0et (g- p;) = 01,
La condition Pareto signifie que la préférence sociale ¢lp,, 1y} préfére
toutes ces alternatives 4 x, done ¢ est Pareto si et seulement si

$(p,, P1)E(4ES :(q* )20 VreD)

(1) L'axiome d'indépendance des alternatives irrélevantes impose & la préférence
collective sur fou! sous-ensemble d'alternatives de ne dépendre que des préférences in-
dividuelles restreintes & ce sous-ensemble el non pas aussi des préférences individuelles
sur des alternalives ex térieures i ce sous-ensemble.

(2) En effet la démonstration du paradoxe d'Arrow repose sur 'existence d'un
atriplet de Condorcets. Ce besoin, et 'axiome d'indépendance entraine gue Je do-
maine des préférences ol le paradoxe d'Arrow s'appligue consiste en fait de préfé.
rences non monolones, vour |51,
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Py

Fig. 5. — L'ensemble hachuré de lignes circulaires est le cone dual D de (py, pa). L'en-
semble rayé est le cine engendré par ppetpyieClp,, pal

ou encore si et seulement si ¢ (p,, p,) appartient au dual du cone dual de
Py, Pg qui est précisément le cone engendré par P, etp, noté C(p,, p,).
On peut alors montrer que, si ¢ est Parcto, son degré sur les ensembles :

A={{p.g)ES' x8': g=p,}
et B={(p.q)E5" x8': g=p,}

(qui sont tous les deux des cercles) doit étre positif et au plus égal & 1. En
effet, lorsque p varie dans S', I'issue ¢ (p,, p) est dans le cone Clpy, ).
Ceci implique en particulier que, lorsque la seconde préférence p varie dans
S' et la premitre reste en p, alors I'issue @#{p,. p) ne peut parcourir tout
S' que si p I'a elle-méme parcouru, Ainsi, le degré de ¢ restreinte 4 B est
au plus égal @ 1 et clairement il ne peut pas étre négatif. Le méme résultat
est valable pour le degré de ¢ sur A. De plus, comme nous le montrons
dans la suite, les degrés de ¢ sur A et sur B ne peuvent pas Etre simultané-
ment égaux i ] lorsque ¢ est Pareto. En effet daprés le prochain théoréme
3, si ¢ est Pareto, ¢ est topologiquement €quivalente & une régle dictato-
riale. Le degré d'une application ne dépend que de sa classe d'équivalence
topologique. Une régle dictatoriale est évidemment de degré 0 sur l'un
des ensembles A et B et | sur I'autre ; par conséquent son degré sur A U B
est 1. Ceci reste vrai pour les régles Parcto puisqu'elles sont équivalentes
a des dictatoriales (théoréme ci-dessous) : comme d’autre part

deg ($/A U B) = deg (¢/A) + deg (¢/B)

un seul des degrés (deg ¢/A ou bien deg ¢/B) est égal 3 | et Iautre est né-
cessairement nul lorsque ¢ est Pareta,
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Théoréme 3

S5i ¢:PxP— Pest Pareto, clle est topologiquement équivalente d une
régle dictatoriale.

Démonstration ;

Soient p, et — p, deux vecteurs diamétralement opposés de 5'. La
condition Pareto et la continuité de ¢ impliquent

soit ¢{P|3_p1]:p|: soit ¢{p||_ﬁi.}2_|ﬂ]

Sans restreindre la généralité, supposons ¢{p,, — p,}) = p,. Par continuité,
nous avons donc ¢ (p,, — p;) = p, pour tout p, de 5'. De plus, par la
continuité et la condition Pareto, ¢(p,, ¢) est distinct de — p, pour tout
g de 5!, g # — p, puisque ¢(p,, g) doit appartenir au cone C(p,, g) s
(g, q) engendre un cone, c'est-d-dire si ¢ est distinc de — p,. Ainsi, pour
tout p, de 8!, d:{pl,q}-‘ré"'p]"u"q €5 Soitalors m: PxPx[0,1]= P
définie par

tp)+(l-0e¢lp,.py)
legp )+ (1 -0 d(p,,ppl

TPy, Pa, 1) =

D’aprés les remarque précédentes, le dénominateur ne s'annule jamais,
donc 7 est bien définie et évidemment continue.

De plus, w(py, 2,, 00 = ¢(p,, p,;)

et ®(p,, Py, 1) = p,, done m définit une déformation de ¢ en
une régle dictatoriale (le premier votant est le dictateur dans notre cas).

Ce résultat est un cas particulier du résultat général obtenu dans [14]
ol I'on montre que toute régle Pareto (pour tout nombre & = 2 et tout
nombre de biens # = 2) correspond i une projection (c'est-d-dire une régle
dictatoriale sous certaines conditions. Le résultat est aussi démontré dans
[14] pour des préférences C! gquelconques (non nécessairement lindaires).

La figure 6 ci-dessous donne Pexemple d'une régle de choix social
définie pour deux agents, des préférences linéaires el un espace des alter-
natives de dimension 2, ¢: 5! x §' = §'. La courbe dessinée sur la partie
gauche de la figure 6 représente ¢~ '(p), I'image réciproque par ¢ de la valeur
7 de 5'. Sous des hypothéses de différentiabilité continue et de régularité
de ¢, cette courbe est une variété de S' x 5'. Noter alors que tout point
7 de 5! est atteint exactement deux fois quand (p, g) parcourt A et B,
Par conséquent deg (¢/A) = 2 et ¢ n'est pas Pareto d'aprés les résultats
précédents ; elle nlest pas non plus déformable en une régle dictatoriale.
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¢) Régles de majorité décisive

On dit qu'une régle de choix social vérifie une condition de majo-
rité décisive dés que Iissue choisie coincide avec la préférence de la majo-
rité dans le cas trés particulier suivant: les agents forment deux groupes
homogénes, les individus d’un méme groupe dont tous la méme préférence
et les préférences des deux groupes sont diamétralement opposées. & est

donc une régle de majorité décisive si pour tout profil (p,, Py, .. .. pp)
des agentstelquep, = poup,=—p YWic {l,..., k} alors
Py, Bl =p

si le nombre des agents de préférence p est supérieur au nombre des agents
de préférence — p.

La régle de majorité satisfait clairement 4 la condition de majorité dé-
cisive, la réciprogue est fausse car la condition de majorité décisive est
nettement plus faible que celle de la majorité. Par exemple, si toutes les
priférences p,, ..., p, des votants sont distinctes mais si tous préférent
une alternative x & une autre ), la condition de majorité impligue que
@(py... ., pp) préfére x 4 y alors que la condition de majorité décisive
n'impose ricn dans ce cas ; autrement dit @y, ..., P ) peut trés bien pré-
férer ¥ 4 x car la condition de majorité décisive est seulement contraignante
pour des préférences identiques & l'intérieur de deux groupes d'agents, et
diamétralement opposées entre les deux groupes, sur fous les choix pos-
sibles dans X
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La continuité des régles de choix social par rapport aux préférences
individuelles peut étre interprétée comme une condition de stabilité struc-
turelle ; en effet elle impose qu'une petite variation des données du pro-
bleme (c’est-i-dire des préférences individuelles) ne produise pas des va-
riations désordonnées de Dlissue. Puisque les préférences C' sont des Sone-
fions de I'espace des alternatives X a valeur dans R", la condition de conti-
nuité sur la régle de choix social correspond 4 la notion, Iréquemment uti-
liste en physique mathématique, de stabilité structurelle des applications
délinies sur des espaces de fonctions. Cette potion correspond, grice i un
choix convenable de la topologie, 4 celle de stabilité de Liapounov souvent
utilisée en économie.

Théoréme 4

Toute régle de choix soctal vérifiant la condition de majorité décisive
est structurellement instable,

Voir dans [13] une démonstration de ce théoréme.

Mous en déduisons le corollaire suivant

Corollaire §

Les régles de majorité sonr structurellement instabies,

d) Intensité des préférences et les fonctions d'utilité de von Neumann-
Morgenstern

Jusqu'd présent les résultats que nous avons présentéds étaient valahles
pour des préférences ordinales, données par des champs de vecteurs pix)
normalisés en chaque alternative x, £, ¢, Ip(x)l = 1. Une telle préférence
permet seulement de ranger les alternatives par ordre, mais ne permet pas
de mesurer l'intensité des préférences parmi les alternatives, Il est daonc
naturel de s'interroger si les résultats s'étendent & des préférences plus
générales, par exemple dans le cas ol on peut exprimer que la différence
de intensité de préférences de & & @ est supérieure 3 l'intensité de ¢ § a,
Pour pouvoir considérer de tels cas plus généraux, nous étudions dans
[8] des préférences cardinales. Une préférence cardinale est donnée par
un ordre des utilités des alternatives, qui est invariant par les transforma-
tions lindaires positives, et seulement par elles, De telles préférences per-
mettent d'exprimer précisément Ijdée de I'intensité des préférences entre
des choix. Les préférences cardinales ont ét¢ étudides dans la littérature :
pour des références, voir [8]. Dans le cas d'un choix avec risque, les pré-
férences cardinales coincident avec les utilités de von Neumann-Margenstern
sur l'ensemble des événements incertains, comme nous l'avons montré
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en [8]. Des résultats sur Pagrégation des préférences cardinales sont donc
valables pour agrégation des préférences avec risgue.

Contrairement aux précédents résultats, nous allons considérer main-
tenant des ensembles discrets de choix d'alternatives, soit finis, soit dé-
nombrables. Dans le cas d’un ensemble fini de choix X = {x,... o i
on montre dans [8] que l'ensemble des préférences cardinales non nulles
est formellement équivalent a I'ensemble :

R={{p,.....p,) telgue O=p =<1V,
et p,-=l’.‘l, P = | pour quelques §, k}

Chaque p, désigne la valeur d'utilité de choix i De plus, 'espace des pré-
férences cardinales considéré maintenant contient aussi la préférence nulle,
i.e. la préférence qui donne la méme valeur d'utilité i tous les choix, repré-
sentée par le vecteur {0} =(0,. .., 0.

L’espace des préférences cardinales @ est donc Q = R U {0}, Cet es
pace a deux composantes convexes. Une définition analogue est donnée
pour 'espace des préférences cardinales avec des alternatives dénombrables.
L'espace Q dans ce cas est un sous-ensemble d’un espace de Banach, de
suites dénombrables [8]. Le probléme de 'agrégation adéquate des préfé-
rences cardinales est formalisé par des fonctions ¢ : Q% - Q ol & est le
nombre [ini des agents de "économic. Remarquons que la préférence so-
ciale peut &tre indifférente parmi tous les choix.

Nous avons le résultat suivant :

Théoréme 6

8t Vespace des alrernarives est fini, if n'existe pas de régle de cholx so-
cial ¢ continue, définie sur U'espace des préférences cardinales ¢ : Q¥ =+ Q
gui respecte Vanonymité et Vunanimité. Ce résultat est aussi valable pour
les fonctions d 'utilité de von Neumann-Morgenstern,

Le résultat est démontré dans [9] ; il s'obtient en étudiant les proprié-
tés topologiques de Pespace des préférences cardinales. On en déduit
qu'avec un nombre fini d'alternatives (X est un ensemble fini) une des
composantes connexes de 'espace O est homéomorphe & une sphére de
R” et n'est donc pas lopologiquement trivial. Par contre avec un nombre
infini d'alternatives (X infini), cette composante connexe de Q) est homéo-
morphe sous certaines hypothéses 4 la sphére unité d'un espace de Banach
B de dimension infinie, donc est topologiquement trivial, car il a été prouvé
que la sphére unité de B est en fail contractible (voir par exemple [25])
Daprés 8] ceci est suffisant pour obtenir le résultat sous les hypothéses
du théoreme 6.
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Théoréme 7

Si les alternatives sont en nombre infini, il existe une régle continue
anonyme pour préférences cardinales ¢: Q% = Q) respectant [unanimiré
Cependant une telle régle est la limite des régles dictatoriales, et est fopolo-
giguement équivalente d une régle dictatoriale. Ce résultat est aussi valable
pour les fonctions d'utilité de Von Neumann-Morgenstern,

Le résultat du théoréme 7 choque vraiment intuition et il dérive luj-
méme d’un fait moins qu'intuitif : les sphéres unités des espaces de Banach
sont contractibles (topologiquement triviales). Cette contractibilité des
composantes de 'espace des préférences est la clé des résultats dexistence
comme nous |'examinerons plus loin dans cette sectjon,

REemarquez que les résultats de ce paragraphe sont significativement
différents de ceux présentés dans les paragraphes a), b) et ¢) puisque dans
ces dermniers 'espace des alternatives est le cube unité X alors gu'ici X est
au plus dénombrable. Si X est fini, 'espace des préférences cardinales Q
est de dimension finie et si X est infini, Q est de dimension infinie. La struc-
ture des espaces de préférences Q est nettement différente de celle de P,
I'espace des paragraphes précédents.

Des recherches ultérieures sur la topologie des espaces de préférences
avec intensités et comparaisons interpersonnelles devraient &tre fructueuses.
Elles comprendraient I'étude de la topologie des espaces d’orbites sous "ac-
tion des groupes de Lie classiques.

&) Choix social avec des populations infinies

Comme nous l'avons expliqué dans le précédent paragraphe, les cas
en dimension infinie introduisent une différence importante. Le probléme
précédent apparaissait 4 cause de Uintroduction des intensités de préférences
qui modifiaient la structure de l'espace des préférences de fagon non tri-
viale. Dans ce paragraphe, nous considérons des préférences ordinales comme
dans a), b) et ¢) mais les populations sont larges, c’est-i-dire contiennent un
nombre infini d’agents. L'espace des préférences est alors, en toute alterna-
tive x de X, de dimension infinie. Ft cette dimension infinie entraine 3
nouveau, bien que pour des raisons assez différentes, des résultats contre-
intuitifs: on peut prouver l'existence de régles continues de choix social
satisfaisant les conditions de Pareto et d'absence de dictature ; en fait on
peut méme les construire. Ces régles apparaissent cependant comme des
limites de régles dictatoriales. Comme un courant de la littérature traite
ce probléme, il est intéressant de noter que les résultats donnés ici sont reliés
aux résultats antérieurs de Fishburn [21], Kirman et Sondermann [23],
Brown [3] et autres mais qu'ils sont en fait asses différents. Les régles
construites ici sont continues et les préférences complétes (les individuelles
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¢t les collectives), données par des champs de vecteurs C' définis sur un es-
pace dalternatives euclidien (tel que le cube unité de B™) comme en a), b)
et ch

Par contre les résultats de [21] et [23] portent essenticllement sur des
régles définies pour des espaces d'alternatives finis et satisfaisant 4 "axiome
d'Arrow d'indépendance des alternatives irrélevantes au lieu de la conti-
nuité, Les résultats présentés dans ce papier sont en fait suffissmment dif-
férents pour que, par cxemple, les régles de choix social construites ici soient
continues sur les préférences individuelles, c'est--dire structurellement
stables, alors que dans les travaux antérieurs elles ne le sont pas en général,
La figure 7 illustre ce point.

Fig. 7

Théoréme 8

Soit P~ = 01 P Vespace des profils d'une infinité dénombrable

S |
d’agents sur un espace d alternatives X ; Uespace des préférences ordinales P
et l'espace d'alternatives X sont tous deux définis comme dans le théo-
reme 1 Alors la régle ¢{p,....,pe....0 = lim {p,} définit une régle
k=

continue, Parcto et non dictataoriale,

Si la suite des vecteurs { p,(x)} a une limite dans R" pour tout x de
X, la limite définissant ¢ s’entend au sens habituel. Sinon, elle est prolon-
gée, en tout point x de X, en une limite le long d'un wltrafiltre libre de
'ensemble des entiers {1,2,..., &, ...]1. (Voir dans [17] les définitions).
D'aprés [17], une telle limite existe toujours et la régle ¢ ainsi définie est
continue, Pareto et non dictatoriale,
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Dans la figure 7, pix) = li:n p(x) est le vecteur image de la suite

{p,x), Falx)is o is p,(x), ...} par une fonction ¢ délinic comme dans
le théoréme 8. Ainsi dans cette construction les choix v et x sont indiffé-
rents pour p. Par contre, dans [21] et [23] la préférence finale est choisie
de fagon & ce que les coalitions gagnantes soient les parties d'un ultrafiltre
libre F. Si F est un ultrafiltre libre sur les enticrs N dont les parties contien-
nent les complémentaires des parties finies de N, alors la préférence collec-
tive associée & cette méme suite de préférences préférera strictement p 4 x
d'aprés les régles de [21] et [23] et donc elle sera distincte de la limite des
p,(x). Remarquez que les régles de [21] et [23] sont en fait discontinues
puisqu’elles préférent strictement x d tout point z 4 gauche de p sur lecercle
alors que x est préféré strictement par tout peint a droite de y et par y.

f) Conditions nécessaires et suffisantes de résolution du paradoxe : contrac-
tibilité et «Single Peakedness»

Les résultats présentés ci-dessus monfrent que sans restrictions sur les
préférences des agents, le paradoxe de choix social ne peut pas étre élimi-
né. Une voie traditionnelle pour étudier des conditions résolvant le para-
doxe est de limiter 'ensemble admissible des préférences de chaque agent,
c'est-a-dire de restreindre le domaine des préférences. En fait, la premiére
étude de telles conditions fut V'article pionnier de Black [2]. Il y introdui-
gait la condition de «¢single peakednessy qui signifie que I'on peut ordonner
I'ensemble (fini) des altermatives sur une ligne de fagon & ce que chaque
agent —qui a une seule alternative préférée appelée pic— classe les alterna-
tives 4 droite et & gauche de ce pic en fonction décroissante de leur distance
au pic. Le paradoxe n’existe pas sous cette condition. Elle fut généralisée
plus tard & des espaces d’alternatives euclidiens (voir Kramer [24]) et resta
la seule condition suffisante (pour éliminer le paradoxe) vraiment utilisée.

Dans un autre papier, Chichilnisky et Heal [15] prouvérent qu'une
restriction topologique est par contre nécessaire aussi bien que suffisante
4 la résolution du paradoxe dans I'approche suivie ici. Cette restriction est
la trivialité topologique de I’espace des préférences, c'est-d-dire sa contrac-
tibilité. Ceci signifie que le paradoxe de choix social n’existe pas si et seule-
ment si 'espace des préférences admidssibles 4 chaque agent peut étre défor-
mé continument en une seule préférence ou encore de fagon équivalente si
et seulement si espace des profils de préférences peut étre déformé conti-
nument en sa «diagonale» (c'est-i-dire le sousensemble des profils consti-
tués des mémes préférences pour tous les agents). Cette condition est donc
une unanimité topologique. Ce résultat implique que seule une résolution
triviale peut étre trouvée au paradoxe du choix social. La relation entre
cette condition et celle de ¢single peakednesss de Black sera examinée aprés
les résultats suivants.
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Théaréme 9

Soit B une variété représentant le domaine (restreint) des préférences
individuelles. Une régle continue ¢ R* = R qui respecte l'anonymité et
'unanimité existe si et seulement si R est contractible.

Voir dans [15] une démonstration de ce théoréme. Flusicurs exemples
d’espaces contractibles sont donnés dans [15]. La figure 8 ci-dessous en
donne un simple.

Rix)

X

Fig. 8. — En toute alternative x de X, les directions des vecteurs p (x) varient, lorsque p

décrit R, dans un ensemble contractible de 8! au lieu de décrire 8! tout entier, Par

conséquent, on peut construire une régle de choix social admissible continue, anonyme
et respectant 1'unanimité,

1l est intéressant de noter 1’équivalence topologique entre toute régle
de choix social satisfaisant les conditions du théoréme 9 et la régle d’ad-
dition convexe. Soit R l'espace des préférences individuelles restreintes.
MNous avons alors

Corollaire 10

Toute régle continue de choix social ¢ : B* = R anonyme et respec-
tant [unanimité est topologiquement équivalente a la régle

K
{.p|s-~-|_pi:}: E px.llllir-.

i=1

Ce résultats se déduit du théoréme 9 parce que ¢ existe sous les hypo-
théses du corollaire et, R étant contractible, deux applications de R* dans
R sont homotopes. Cette régle d'addition convexe peut s'interpréter comme
un cas particulier de la fonction de bien-étre social de Bergson-Samuelson
si I'on se donne une représentation d'utilité propre et continue des préfé-
rences (c'est-i-dire une application continue, globalement définie sur les
préférences, 3 valeur dans l'espace des fonctions réelles), Grice 4 des ar-
guments de la théorie de 'obstruction, on peut montrer qu'une telle repré-
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gentation continue R : R = U existe toujours lorsque. 'espace des préfé-
rences Roest contractible. Voir aussi dans [4] et [6] un examen du pro-
bleme de la représentation.

Malgré les différences évidentes entre la condition suffisante de ssingle
pcakt'»d“'-’f'” de Black et la condition, topologique, de contractibilité de
Chichilnisky-Heal, elles sont en fait topologiquement équivalentes au sens
suivant -

Théoréme 11

/ne déformation continue de l'espace des préférences R satisfait &
lg condition de «single peakednessy si ot seulement si R est contractible,

Voir dans [10] une démeonstration,

3. THEQRIE DES JEUX

La structure de base de la théorie des jeux est assez similaire i celle
du choix social. Un feu est composé d'une part d"une application qui asso-
cie une issue @ tout k-uple de stratégws des jouers, autrement dit d’une
applmatmn de lespa:e produit 5% des stratégies des & joueurs dans l'espace
A des 1ssues g: 8 = A, et d’autre part des préférences individuelles sur
les ,squas{ ). Les propriétés de telles applications de jeu g forment le prin-
cipal sujet de la théorie des jeux de méme que I'étude des applications
o p* = P o P est 'espace des préférences constitue celui de la théorde
du choix social.

Une différence essentielle provient du fait gque les agents participant
4 un jeu connaissent P'application g et choisissent done leur stratégie en
conséquence. A l'opposé, dans les problémes traditionnels de la théorie
du choix social P'application ¢ est seulement connue du planificateur ; les
individus simplement annoncent leur préférence. Les propriétés d'une ap-
plication de choix social concernent done essentiellement le planificateur
ot les axiomes ou conditions exigés d’elle sont du domaine de la justice.
Les propriétés d'une fonction de jeu g intéressent par contre directement
chague joueur : chacun choisit son coup stratégiquement en vue de maxi-
miser (d’aprés sa préférence) la valeur des issues en tenmant compte du

comportement des autres joueurs.

(‘ependant un lien direct entre les deux sujets apparait lorsque le pro-
hleme de la manipulabilité du choix social est soulevé, Dans ce cas les

(11 La Tonction g : 5% —= A est appelée une forme de fe.
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agents sonl supposés choisir stratépiquement les préférences annoncées
au planificateur dans le but d’influencer la valeur de Vissue (la préférence
collective)  évalude en fonction de leur propre préférence. Par exemple,
graice & lintroduction d’une notion adéquate de distance une manipula-
tion individuelle de la régle de choix social peut consister en une révéla-
tion fausse de sa préférence de fagon & rapprocher le plus possible la pré-
férence collective de la sienne. Cette section traitera précisément de ces
problémes. Une part importante de la littérature cxiste dans ce domaine
mais n'est pas ici passée en revue, Voir des références dans [18].

Une premiére différence technique entre les théories des jeux et du
choix social est que I'espace des issues A d'un jeu peut étre différent de
I'espace des préférences, c'est-i-dire une régle de choix social est définie
de P* dans P, ¢: P* =+ P, alors qu'un jeu l'est de S* dans Ag: S¥— A
ol A n'est pas nécessairement égal 4 S. Une régle de choix social est done
une forme de jeu d’un type particulier, Cette différence peut ne pas étre
trop fondamentale, puisque les propriétés des applications définies sur le
produit répété k fois d'un espace et & valeur dans lui-méme renseignent sur
les propriétés des applications d’un espace produit dans d’autres cspaces
nature assez simple comme les espaces d'issues.

Une seconde différence cst introduite par 'apparition des notions
d’équilibre en théorie des jeux. Ceci déplace en général 'importance de
la topologie algébrique dans le probléme vers la géométrie ou au moins
la topologie différentielle, car les notions d'équilibre reposent en général
sur des maximisations.

a) Manipulabilité des jeux

Comme nous le verrons dans la suite, en général la manipulation d’une
régle de choix social ou plus généralement d’un jeu est souvent un pro-
bléme de nature topologique, par contre existence et les proprittés des
équilibres s'étudient mieux avec des outils différentiables. Sous certaines
hypothéses cependant, les propriétés topologiques serviront 4 étudier Pexis-
tence et les propriétés d'un équilibre. En particulier, d’aprés le théoréme 12
ci-dessous cerlains jeux possédent un équilibre de Nash seulement s
ils sont manipulables d'une fagon inéquitable, par exemple ils sont mani-
pulables par un joueur et non par les autres. Un équilibre de Nash élant une
solution non coopérative d’un jeu, la notion d'indquité apparait ainsi étroi-
tement reliée i celle de non-coopération. [l faut donc avoir recours aux
solutions coopératives si I'équité est souhaitéc.

Dans la suite nous étudions des jeux dans lesquels les stratégics des
Joueurs consistent & annoncer leur préférence et les issues sont des profé-
rences aggrégées. Comme nous allons le définir, la préférence de chaque



64

agent sur 'espace des issues est donnée par une fonction distance 3 sa vraie
préférence. Les agents, qui connaissent la structure du jeu ont la possibi-
lité de ne pas révéler stratégiquement leur vraie préférence afin de biaiser
lissue en leur faveur. L'issue du jeu étant une préférence collective, le jeu
a une forme plus générale que d’habitude puisqu’une issue appartenent i
n'importe quel espace dlissues A se déduira naturellement de la maximi-
sation de la préférence collective obtenue en jouant g sur I'espace A. Le

jeu induit est ainsi la composition & = goM ol h: P*¥ & pM A, Clest-
ddire i - P¥ = A est obtenu en jouant d’abord le jeu g puis en maximisant le
critére M sur la préférence collective qui résulte du jeu g. Le résultat suivant
s¢ démontre dans [7] en utilisant des outils de la théorie d’homotopie.

Théaréme 12

Sig: P¥ =P est un jfeu continu yui respecte unanimilé, soit il est
dictatorial, soi il existe un agent manipulateur fort c'est-a-dire un agent
qui peut obtenir exactement n'importe quelle bsue désirée en annoncant
des fausses préférences. De plus, le manipulateur fur.r est unique st le feu
est Pareto,

Formellement le premier joueur est un manipulateur fort si pour tout
q annoncé par le second joueur il existe B, une stratégie du premier joueur
telle que ¢(p, g) = Py ol p, est la vraie préférence du premier joueur.

Un cas particulier de ce résultat se démontre sans la théorie d*homao-
topie, comme dans Chichilnisky et Heal [16] ; je résume maintenant la ligne
directrice de la démonstration en utilisant des résultats du précédent para-
graphe. Ceci établira clairement le lien entre la manipulation des jeux et
I"'existence de paradoxes du choix social.

Comme nous 'avons vu dans la section 2 si les votants sont au nombre
de deux et s'ils ont des préférences linfaires sur un espace d’alternatives
de dimension 2 alors le jeu est une fonction g: §' x §! = S'. D*aprés la
démonstration du théoréme 1 le respect de l'unanimité implique que
gfA: A—+ 8! vérifie deg (g/A) = 1 si A est la diagonale de 8! x 5'. Ceci
entraine en particulier, comme dans le théoréme 1, deg (g/AUB) = |
puisque la diagonale est déformable en AUB; A et B étant des cercles,
deg (/AU B) = deg(g/A) + deg(g/B). Par conséquent, deg(g/A) et
deg (g/B), de somme égale & 1, ne sont pas tous les deux nuls. La seconde
partic de la démonstration consiste & montrer que le premier votant est
un manipulateur fort dés gque deg (g/A) ¥ 0. Ceci est expliqué en détail
[7]. Rappelons que A = {{p, p,): pES'}. Donc si deg(gfA) + 0, pour
tout g de S', il existe p € 3" tel que g(p, Po) = g :en effet le degré de g
sur A est nul sauf si Pimage de g restreinte 4 A est 5' tout entier. Le pre-
mier agent peut donc entiérement manipuler I'issue dans A, c'est-i-dire que
si lu préférence annoncée par le second votant est P le premier a la pos-
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sihilitd {notés p ci-dessus) d'obtenir exactement n'importe quelle issue
g.(g=glp p,) pourcertain p € 5").

I reste & prouver gue la méme propriété est vraie pour toute autre
préférence B, choisie par le sccond agent. Or il suffit que deg ($/A) # 0
pour tout enscmble A de la forme

A= {(p pg):pE 8", py étant un vecteur de 5, La démonstration
se trouve dans [7].

Pour ce qui est de l'unicité du manipulateur fort lorsque g est Pareto,
nous rappelons que dans ce cas deg (gfA) et deg(g/B) sont tous deux
positifs et au plus égaux & 1. (Voir section précédente). Donc, puisque
deg (g/A WE) = 1, un seul des degrés, deg (gfA) et deg (2/B), est égal a
| et T'autre 3 0. Aussi, il existe un seul manipulateur fort,parce que G est
Parcto.

On peul maintenant introduire une notion d’équité pour des jeux
3 deux joueurs(1). Un tel jeu g: P? = P est dquitable si ou bien chacun
des deux joueurs ou bien aucun des deux est un manipulateur fort, Un
exemple typique de jeu d un manipulateur fort est la fonction dictato-
riale (projection) gip, ¢) = p. ¥p, g €8' x 8'. La figure 9 ci-dessous
donne un autre exemple de jeu & un manipulateur. Remarquez gue seul
le premier agent peut toujours trouver une stratégie p (pour toute stra-
tégie g du second) qui lui permet d’atteindre son issue préférce.

B (g) q

Yl R AR e -

Fig. 9. — Les lignes courbes dans la figure de gauche indiquent trois hypersurfaces de

l'application £: 5% % 8! == 5" ; par hypothése g satisfait 4 I'unanimité si bien que g/d = 1.

Par conséquent, pour tout g de 5' g '(g) # ¢. Notez que, pour tout g et tout gg, il
existe g lel que g(p, g0 = 4.

[Paprés ce qui précéde, il est évident que le manipulateur fort choisit
une stratégie qui lui assure, ¢n considérant la stratégie de 'autre comme
donnée, son issuc préférée, Coeci fait référence § un concept déquilibre

(1) Un jeu constitutionnel cst donné par une fonction de jeu définie sur les k-uples
de préférences P* & valeur dans P, Les préférences des jouevrs sur les issues (Eléments de
Py sent fonetions décroissantes de la distance 3 lears propres préférences,
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pour lequel les stratégics optimales ne le sont que pour une structure d'in-
formation particuliére. Le cas présent correspond au concept d'équilibre
de Mash puisque le manipulateur fort chaisit une stratégie de maximisation
de la valeur de l'issue en supposant donnée la stratégic du second jousur.
Le résultat établit done qu'aux équilibres de Mash du jeu, le manipulateur
fort est un «dictateur stratégiques au sens ol il peut toujours obtenir son
issue désirde (2). Voir dans [16] une discussion sur les relations entre ces
résultats et les résultats antérieurs.

Dans Ia suite j’explorerait briévement d'autre cas,

La figure 10 ci-dessous est un exemple de jeu 4 deux manipulateurs
forts. On vérifie facilement que toute hypersurface du jeu intersecte toutes
les paralléles horizontales et verticales et que la fonction définissant le jeu
est surjective sur 5'. Remarquez que Ce jeu ne peutl étre Pareto car alors
il n'existerait qu’un seul manipulateur d’aprés le résultat précédent.

Fig. 10. — La réunion des quatre courbes sur la partie gauche de la figure représente
une hypersurface du jeu g, £ '(g).

b} Inéquité et existence d’un équilibre de Nash

Comme nous |'avons montré dans 'exposé du théoréme 12, 'existence
d'un manipulateur fort est une question topologique : essentiellement une
propriété de degré du jeu sur certaines sous-varidtés,

Le concept d'équilibre de Nash est par conire en prncipe géométrique
puisqu’il repose sur une maximisation - un couple de stratégies (p, g) de

(2) Le concepl de manipulahilité utilisé ici est assez différent de celui de Vickrey
[30], Gibbard [22], Satterthwaite |26], Feldman [20] et les autres. Dans cewsci, Pac-
cent ost mis sur la fausse révélation et ici sur la possibilité d'oblenit toute issue désirée,
De plus dans Gibbard un jeu est manipulable s une stratégie dominante n'existe pas
et alors la wvérité en particulier n'est pas une stratégie dominante) ; les équilibres de
Mash ne sont pas considérés,
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P? est un équilibre de Mash si (p, §) maximise la préférence du premier
agent sur toutes les stratégies de la farme (p, ¢ ) pourp € Pet (p, g) maxi-
mise la préférence du second sur toutes les stratégies (p, g) pour g € P,
Formellement, { p, ¢ ) est un éguilibre de Nash si

u,(p.g)=max u (p q)
pUP

et u,(pgl= max w,(p, q)
g+

si u, el uy sont des utilités représentant les préférences du premier et du
second joweur respectivernent. Le résultat suivant établit donc une relation
entre un concept topologique et un concept géométrique. La démonstra-
tion se trouve dans [16]. Soient P = S' (c'est-d-dire I'espace des alterna-
tives est de dimension 2) et g: 5! x 8" -+ 8! un jeu, Supposons que g res-
pecte P'unanimité et que les préférences individuelles sur les issues (les pré-
férences collectives) sont données par la distance cuclidienne i leur vraie
préférence. On obtient alors le résultat suivant,

Théoréme 13

Le jeu g posséde un équilibre de Nash sewlement si il est indquitable,

La nécessité se déduit aisément du dernier résultat : si le jeu est équi-
table alors soit chacun soit aucun des deux joueurs peut manipuler I'issue,
Le second cas est impossible puisque g respecte I'unanimité (voir théoréme
12). Dans le premier cas ol les deux joueurs peuvent manipuler le jeu,
il est facile de vérifier qu’aucun équilibre de Nash n’existe, voir [16].

La démonstration de [16] établit aussi gque sous certaines hypothéses
la condition d'inéquité est suifisante pour existence d'un équilibre de Nash.
Remarquons, dans le cas indquitable, la fonction de réaction de 'unique
manipulateur fort c'est-i-dire la courbe des réponses optimales aux straté-
gies choisies par aulre joueur, est exactement la courbe donnée par l'image
réciproque de son alternative préférée. 5i, sans resteindre le probléme, nous
supposons le premier joucur étre le manipulateur fort, alors la fonection de
réaction de ce joueur dans l'espace des stratégies est g ~' (p,) C 8' x 8!
ol g, eslson issue préférée, voir figure 11 ci-dessous.

¢) Duopoles de Cournot et de Stackelberg

Les résultats précédents montrent gu'un équilibre de Nash existe dans
les jeux considérés dans ce papier si et seulement si le jeu inéquitable. On
peut maintenant construire un jeuw de duopole qui satisfait les conditions
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fonction de réaction
du second joueur

Fig, 11. — La fonction de réaction du manipulateur fort est g —! {py), une partie de
celle du second joucur est dessinfe en traits épais : un segment de la variéts g~ ! (pa)
et une ligne horizontale qui constituent 'ensemble des points de tangentes verticales
des hypersurfaces ; ces points minimisent, étant donné une stratégie du premier joueur
la distance & V'issue préférée py de 8'. Notez que la stratégie du premier joueur appar-
tient towjours & w, (g1 (p,)) car, sinon, ilfelle obtiendrait une moins bonne issue,

déjd introduites(!). L’cspace des préférences P des paragraphes précédents
doit alors étre remplacé par |'espace des modifications d’output de chaque
producteur 3 partir d'un vecteur initial d'output de R".

Dans le modéle de duopole de Cournot, 1a solution est un équilibre de
Nash du jeu: chague duopoliste considére I'output de l'autre pour donné
et choisit stratégiquement sa quantité (en fonction de sa préférence) en vue
de maximiser son paicment. L'output total des deux joueurs détermine le
prix du marché conjointement avec la demande. Par conséquent, un équilibre
de Nash défini dans le paragraphe b) est, s'il est convenablement réinter-
prété, une solution de Cournot du jeu de duopole.

Une solution de duopole de Stackelberg suppose par contre une asy-
métrie fondamentale : un joueur est le «leaders, I'autre le «followers. Le
follower choisit sa quantité pour maximiser za préférence en supposant le
comportement de "autre donné. A I'opposé le leader connait par hypothése
la fonction de réaction du follower et il choisit en conséquence la réponse
qui maximise son utilité€. On peut représenter la différence entre les deux
solutions (de Cournot et de Stackelberg) dans I'espace des quantités (c'est-
d-dire de controle) des deux joueurs. La solution de Cournot est donnée par

(1} Remarquons que la condition de respect de 'unanimité est sulfisante mais
pas nécessaire pour abtenir le théoréme 12: on peut la remplacer par la condition que
la dérivée Dg du jeu g sait toujours positive sur a .
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Uintersection des deux fonctions de réaction, chacune &tant le lisu des points
4 tangentes verticales et horizontales aux courbes d’égale wvaleur, c’est-
idire, aux hypersurfaces des préférences des joueurs. Dans le cas de
Stackelberg le point choisi est un point sur la fonction de réaction du
follower, le plus proche possible de l'issue préférée du leader ; voir figure 12
ci-dessous.

Les résultats du paragraphe précédent se réinterpréte donc ici,

Corollaire 14

Dans les jeux de duopole g vérifiant les conditions du théaréme 13
une solution de Cournot existe sewlement si elle est aussi une solution de
Stackefbery ; de plus, le leader peut obtenir pour issue exaclement son
issue préférée,

L'interprétation est immédiate. La figure 12 doit maintenant étre né-
interprétée en remplagant l'espace des guantités par l'espace S' des modi-

espace des
quantités de la
deuxigme firme

Cournot

fonction de
réaction de la
deuxiéme ﬁrmfv.;,‘

~— fonction de
réaction de la
premiére firme

quantité optimale pour la
premigre firme

Fig. 12

fications de quantité par rapport d 1état d'origine et en considérant pour
préférences les fonctions distances & la quantité finale preférée. Dans la fi-
gure 12 ci-dessus, les propriétés topologiques du jeu considéré dans ce co-
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rollaire assurent que la fonction de réaction du deuxigme joueur passe en fait
Par p*, la guantité préférée du leader. Ce dernier est done capable d'at-
teindre son issue préférée 3 I"équilibre,

REFERENCES BIBLIOGRAPHIQUES

[1] ARROW K. J. {1951}, — Social Choics and Individual Values. Yale University Press,

[2] BLACK D, (1948). — ¢On the Rationale of Group Decision Makings . Journal of Fo-
fical Economy.

[3] BROWN D, (1974), — swApgregation of Preferencesy. Quarterly fourngl of Feono-
mics,

[4] CHICHILNISKY G. — «Manifolds of Preferences and Equilibrias . Project for Effi-
ciency of Decision Making in Economic Systems. Harvard University, {1976).

[5] CHICHILNISKY G.(1982). — sSocial Aggregation Rules and Continuityy . Quateriy
Sournal of Econamics,

[6] CHICHILNISKY . {(1980). — sContinuous Representation of Preferencess . feview
of Economic Studies,

[7] CHICHILNISKY . {1979). — wA General Result on Strong Manipulabilitys . The
Economic Workshop, Colum bia University, 5

[#] CHICHILNISKY G, (1980). — alntensity of Preferences and von Neuman Mor.
genstern Utilitiess . Working Paper, University of Essex.

[] CHICHILNISKY . (1979}, — #0On Fixed Paints and Social Choice Paradoxess
Economic Letters,

[10] CHICHILNISKY G. (1980). — #Single Peakedness and the Contractibility of Pre-
rence Spacesy . Working Paper, University of Essex.

[11] CHICHILNISKY (. (1980). — 4Social Choice and the Topology of Spaces of Pre-
ferencess. Advances in Mathematics,

[12] CHICHILNISKY G, (1978). — «Spaces of Economic Agentss. Journal of Econamic
Theory,

[13] CHICHILNISKY G_{1981). — # The Structural Instability of Decisive Majority Rulesy,
fournal of Mathematical Economics,

[14] CHICHILNISKY G. (1979). — ¢The Topological Equivalence of the Pareto Condi-
tion and the Existence of a Dictators, & paraitre dans fourng) of Mathematical
Eeonomics.

[13] CHICHILNISKY G. and HEAL G. (1979). — #Necessary and Sufficient Condi-
tions for a Resolution of the Social Choice Paradoxy, & paraitre dans fourna! af
Econamic Theory.

|16] CHICHILNISKY G, and HEAL G, (1980). — sPatterns of Power : Bargaining and
Implementation in two person gamess . Discussion Paper, University of Essex.

[17] CHICHILNISKY G. and HEAL G. {1979). — gSocial Choice with Infinite Popu-
lation : Construction of a Rule and Impossibility Resultss . The Economic
Workshop, Columbia University.



75

[18) CHICHILNISKY G. and HEAL G. — glncentive Compatibility and Local Sim-
plicitys . Working Paper, University of Essex, 1981,

[19] DEBREU G.{1972). — #Regular Economiesy . Econometricg,

[20] FELDMAN A. (1979). — «Manipulation and the Pareto Rules dournal of Eco-
nomic Theory,

[21] FISHBURN P.C. (1970). — sAmmow's Impossibility Theorem : Concise Proof and
Infinite Voterss. Journal of Economic Theory,

[22] GIBBARD A. - sManipulation of Voting Schemes: A General Results. Ecorna-
welrica,

[23] KIRMAN AP. and Sondermann D, (1972}, — wArrow's Theorem, Many Agents
and Invisible Dictatorss . Journa! of Economic Theory,

[24] KRAMER G.H. (1972). — #On a Class of Equilibrium Conditions for Majority
Ruler. Econometrica.

[25] KUIPER M.H. (1971). — Variétés Hilbertiennes. Aspects GEométriques, Séminaire
de mathématiques Supérieures, la Presse de 'Université de Montréal

[26] SATTERTHWAITE M.A. (1975) — «Strategy-Proofness and Amow’s Conditions :
Existence and Correspondence Theorems for Woting Procedures and Social Welfare
Functionss. Journal of Economic Theory.

[27] SEN AK. (1970). — Collective Chaice and Social Welfare. Holden Day, San Fran-
ciseo,

[ 28] SMALE 5. {1975). — a{ilobal Analysis and Ecanomics I1: A Generalization of a
Theorem of Debreus , Journal of Mathematical Economics,

[25] SPANIER E. (1966), — Albegraic Topology. McGraw Hill, New Yaork.

[30] VICKREY W. (1960). — «Utility, Strategy and Social Decision Ruless. (uarterly
fournal of Economics,



